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Algorithms and Probability
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Algorithmus

As we have seen in AnD.
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Randomisierte Algorithmen
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Randomisierte Algorithmen

Die Hinzugabe von Zufallselementen  muss auch bei der Korrektheit und 
Laufzeit berücksichtigt werden.


(1) Korrektheit:





(2) Laufzeit:


ℛ

Pr[𝒜(I, ℛ) ist korrekt] ≥ …

𝔼[Laufzeit] = O( f(n)) und/oder Pr[Laufzeit ≤ f(n)] ≥ …
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Wir wollen: praktisch 1…
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Las-Vegas/ Monte-Carlo Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen: 

• geben nie falsche Antwort


• Laufzeit ist eine Zufallsvariable


Ziel: 


Monte-Carlo Algorithmen: 

• Laufzeit immer polynomiell


• geben manchmal eine falsche Antwort


Ziel: 

𝔼[Laufzeit] = "polynomiell"

Pr[Antwort falsch] = "sehr klein"
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🫏’s-brücken:


Las-Vegas = “Laufzeit Variabel”

Monte-Carlo = “Manchmal Correct”


Benutzung auf eigene Gefahr.
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Beispiele

Las-Vegas Algorithmus: 

• QuickSort (Laufzeit hängt von Pivotwahl ab)


Monte-Carlo Algorithmus:
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Monte-Carlo bei JA/NEIN Ausgaben

Algorithmus mit einseitigem Fehler: 

• Eine Antwort ist immer richtig, bei der anderen gibt es eine 
Fehlerwahrscheinlichkeit.


• Wiederhole um die Fehlerwahrscheinlichkeit zu reduzieren.


Algorithmus mit zweiseitigem Fehler: 

• Beide Antworten besitzen eine Fehlerwahrscheinlichkeit.


• Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeiten durch Wiederholung nur möglich, 
wenn Fehlerwahrscheinlichkeit von Anfang an strikt kleiner als .1/2
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Monte-Carlo bei JA/NEIN Ausgaben
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“Einseitiger Fehler”
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Beispiel “Einseitig”

Teste ob  eine Primzahl.


Antwortmöglichkeiten:


• prime (JA)


• composite (NEIN)


JA-Instanz: Primzahl 


NEIN-Instanz: zusammengesetzte Zahl 


Antwort NEIN ist immer richtig, Antwort JA kann falsch sein: Einseitig!

n

p

m
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Algorithmus 𝒜



Georg Hasebe

Target-Shooting

Gegeben Menge  und , wie gross ist ?


Idee: wähle zufällige  und teste ob  und gebe 
das Verhältnis der gefundenen Elemente in  zu  aus.

U S ⊆ U |S | / |U |

ui ∈ U für i ∈ {1,…, N} u ∈ S
S N
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Hier ist  eine Indikatorvariable, 
sodass  genau dann gilt, wenn .

IS : U → {0,1}
IS(u) = 1 u ∈ S
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Target-Shooting Analyse

Wir definieren für 


.


 werden uniform und unabhängig gewählt   sind unabhängige 
Bernoulli-Variablen. , was ist ?


 und somit  für alle .


Weiters definieren wir:


i ∈ {1,…, N}

Yi := IS(ui)

ui ⇒ Y1, …, YN
Yi ∼ Ber(p) p

p = |S | / |U | Pr[Yi = 1] = |S | / |U | i ∈ {1,…, N}

Y := 1/N ⋅
N

∑
i=1

Yi = 1/N ⋅
N

∑
i=1

IS(ui)
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Target-Shooting Analyse

Wegen





Sehen wir schnell  (unabhängig von ).


Wie präzise ist dieses Resultat für kleine ?

Y := 1/N ⋅
N

∑
i=1

Yi = 1/N ⋅
N

∑
i=1

IS(ui)

𝔼[Y] = |S | / |U | N

N
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“die zu erwartende Abweichung vom 
Erwartungswert”



Georg Hasebe

Target-Shooting Analyse




Ist also von  abhängig. 


Wie gross soll  sein, damit der Algorithmus eine sehr gute Antwort liefert?

Var[Y] = 1/N ⋅ ( |S | / |U | − ( |S | / |U | )2)

N

N
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Beweis im Skript.
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•  ist geometrisch verteilt.


• Falls , dann .


• .


• Falls , dann .

X

|S | = |U | X = 100

𝔼[X] = 100 |U | / |S |

X = 100 |S | = |U |
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•  Elemente in .


•  Elemente in .


•  Elemente in .


•  Elemente in .

𝔼[Z] = 100 S

𝔼[Z] = 103 S

𝔼[Z] = 101 S

𝔼[Z] = 102 S
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