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”test positive”


”person has disease”








A :=

B :=

Pr[???] = 0.999

Pr[???] = 0.005

Pr[???] = 0.01

A |B

A |¬B

B

Gesucht: Pr[???]B |A



Theory Recap
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Dichte-/Verteilungsfunktion

Sei  eine Zufallsvariable.


Dichte(funktion) von :





Verteilungsfunktion von :


X

X

fX : ℝ → [0,1], x ↦ Pr[X = x]

X

FX : ℝ → [0,1], x ↦ Pr[X ≤ x]
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Bernoulli-Verteilung

Eine Zufallsvariable  mit Wertebereich  und der Dichtefunktion





heisst bernoulli-verteilt. Wir schreiben: .


Nach Definition von  gilt also  und .


Es gilt: .

X WX = {0,1}

fX(x) =
p x = 1,
1 − p x = 0,
0 sonst

X ∼ Ber(p)

fX Pr[X = 0] = 1 − p Pr[X = 1] = p

𝔼[X] = p
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Beispiele

• Werfen einer Münze, Indikator für Kopf


• Werfen eines Würfels, Indikator für “Augenzahl gerade”


• Werfen eines Würfels, Indikator für “1”
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Indikatorvariablen

8

Indikatorvariablen sind Bernoulli Variablen mit .p = Pr[A]
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Binomialverteilung

Bernoulli-verteilte Zufallsvariable erhalten wir zum Beispiel als Indikator für 
“Kopf”, wenn wir eine Münze einmal werfen. 


Werfen wir die Münze -mal und fragen wie oft wir Kopf erhalten haben, so ist die 
entsprechende Zufallsvariable binomialverteilt. Wir schreiben: .


Für die Dichtefunktion einer binomialverteilten Zufallsvariable  gilt:





Es gilt: 

n
X ∼ Bin(n, p)

X

fX(x) = {(n
x) px(1 − p)n−x x ∈ {0,1,…, n},

0 sonst

𝔼[X] = np
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Beispiel (Blackboard)

Fünf faire Münzen werden geworfen. Sei  die Zufallsvariable, die zählt, wie oft 
Kopf erscheint. Bestimmen Sie den Wert  und erklären Sie, wie sie auf 
diesen Wert gekommen sind.

X
fX(3)
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Geometrische Verteilung

Man stelle sich ein Experiment vor, bei dem eine Aktion so lange wiederholt 
wird, bis sie erfolgreich ist (z.B. bis das erste mal Kopf kommt). 


Wenn ein einzelner Versuch mit (Erfolgs-)Wahrscheinlichkeit  gelingt, so ist die 
Anzahl der Versuche bis zum Erfolg geometrisch verteilt und man schreibt 

.


Für die Dichtefunktion einer geometrisch verteilten Zufallsvariable  gilt:





Es gilt: .

p

X ∼ Geo(p)

X

fX(i) = {p(1 − p)i−1 i ∈ ℕ,
0 sonst

𝔼[X] = 1/p
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Beispiel (Blackboard)

Eine Urne enthält  weisse und  schwarze Bälle. Es werden zufällig Bälle aus 
der Urne gezogen, bis ein schwarzer Ball gezogen wird. Ein gezogener Ball wird 
vor dem nächsten Zug ersetzt (gleiche Farbe).


Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau  Züge notwendig sind?

N M

n
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(*) Geometric Series

• 


•

∞

∑
k=0

ark =
a

1 − r
for  |r | < 1.

n

∑
k=1

ark−1 = {a ( 1 − rn

1 − r ) r ≠ 1

an otherwise

13
(*) not part of the lecture; might be worth knowing.

see Wikipedia.

please be careful with indices!

https://en.wikipedia.org/wiki/Geometric_series
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(*) Beispiel: Geometric Series


X ∼ Geo(p)

FX(u) = Pr[X ≤ n] =
n

∑
k=1

Pr[X = k]

=
n

∑
k=1

p(1 − p)k−1 = p
n

∑
k=1

(1 − p)k−1

= p
1 − (1 − p)n

1 − (1 − p)
= 1 − (1 − p)n .

14
(*) not part of the lecture; might be worth knowing.
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Negative Binomialverteilung

Sei  die Anzahl der Versuche bis zum -ten Erfolg.


Für  haben wir .


Für :  ist negativ binomialverteilt (mit Ordnung ).





Es gilt: .

Z n

n = 1 Z ∼ Geo(p)

n ≥ 2 Z n

fZ(z) = (z − 1
n − 1) ⋅ pn(1 − p)z−n

𝔼[X] = n/p
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Poisson-Verteilung

16

“Hier denke man zum Beispiel an die Möglichkeit, dass ein Bürger in der nächsten Stunde einen Herzinfarkt bekommt. 
Für den Einzelnen ist dies unwahrscheinlich, schweizweit gibt es aber dennoch etwa drei bis vier pro Stunde.” 


see Skript p. 127
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Beispiel

17

vergleich:
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Coupon Collector

18

cont’d on the blackboard.
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Bedingte Zufallsvariable

Sei  eine Zufallsvariable und  ein Ereignis mit .


Die bedingte Zufallsvariable  ist dieselbe Funktion wie , aber der 
Definitionsbereich ist auf die Menge  eingeschränkt.


.


X A Pr[A] > 0

X |A X
A

X |A : A → ℝ
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Bedingte Zufallsvariable

Dichtefunktion 




Verteilungsfunktion 




Erwartungswert 

fX|A : ℝ → [0,1], x ↦ Pr[X = x |A] =
Pr[{ω ∈ A : X(ω) = x}]

Pr[A]

FX|A : ℝ → [0,1], x ↦ Pr[X ≤ x |A] =
Pr[{ω ∈ A : X(ω) ≤ x}]

Pr[A]

𝔼[X |A] := ∑
x∈WX

x ⋅ Pr[X = x |A] =
1

Pr[A] ∑
ω∈A

X(ω) ⋅ Pr[ω]
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Bedingte Zufallsvariable

 ist unabhängig von , falls:


. 

Es gilt also:


X A

fX|A = fX

Pr[X = x |A] =
Pr[{ω ∈ A : X(ω) = x}]

Pr[A]
= Pr[X = x]
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Beispiel

”Augenzahl des ersten Würfels”


”Augenzahl des zweiten Würfels”


  ”Summe der beiden Augenzahlen”


”  ist gerade”


Berechnen Sie  .


Zur Erinnerung:


X1 :=

X2 :=

X := X1 + X2 =

A := X2

𝔼[X1], 𝔼[X], 𝔼[X |A]

22

cont’d on the blackboard.
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Mehrere Zufallsvariablen

Mehrere Zufallsvariablen zugleich?





Weiters haben wir:


•  ist als Abkürzung von  zu verstehen


• gemeinsame Dichte:


Pr[X = x, Y = y] = Pr[{ω ∈ Ω ∣ X(ω) = x, Y(ω) = y}]

Pr[X = x, Y = y] Pr[X = x ∩ Y = y]

fX,Y(x, y) = Pr[X = x, Y = y]
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Mehrere Zufallsvariablen

Randdichte von  (  Dichte von ) 

 

Beweis. Die Ereignisse “ ” bilden eine disjunkte Zerlegung des 
Wahrscheinlichkeitsraumes.


X = X

fX(x) = ∑
y∈WY

fX,Y(x, y)

Y = y

⇒ fX(x) Def.= Pr[X = x] 2.13= ∑
y∈WY

Pr[X = x, Y = y] .

24

Good to know!
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Beispiel

”Augenzahl des Würfels”


”Anzahl Kopf bei -mal Münze geworfen”


Bestimmen Sie .


Bestimmen Sie . Benutzen Sie .


Zur Erinnerung:

X :=

Y := X

fX,Y

fY(6) fX,Y

25

cont’d on the blackboard.
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Unabhängigkeit von mehreren Zufallsvariablen

26

siehe Skript S. 132.
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Beispiel

Sei  mit  für alle .


Bestimmen Sie die Indikatorvariablen  wobei  bzw.  genau dann  ist, 
wenn  durch  bzw.  teilbar ist.


Bestimmen Sie .


Sind  und  voneinander unabhängig?


Zur Erinnerung:


Ω = {2,3} Pr[ω] = 1/2 ω ∈ Ω

X, Y X Y 1
ω 2 3

fX, fY

X Y

27

cont’d on the blackboard.
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Unabhängigkeit: Indikatorvariablen
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Summe von Zufallsvariablen

29

Bemerkung: Die Ereignisse “ ” bilden eine disjunkte Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsraumes.X = x
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Summe von Zufallsvariablen
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Waldsche Identität

31

Proof on the blackboard.
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Beispiel

”Augenzahl des Würfels”


”Anzahl Kopf bei -mal Münze geworfen”


Was ist ?


Zur Erinnerung:

X :=

Y := X

𝔼[Y]

32

cont’d on the blackboard.
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Varianz

Es gibt Zufallsvariablen, die niemals Werte in der Grössenordnung des 
Erwartungswerts annehmen.


Beispiel: .


Mass für die Abweichung vom Erwartungswert? Die Varianz .

Pr[X = − 106] = Pr[X = 106] = 1/2 mit 𝔼[X] = 0

Var[X]
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Varianz

34

both Satz 2.40 and Satz 2.41 can be proven using just Definition 2.39.
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Varianz

35

Keine Garantie! Selbst nachsehen!
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Wichtige Rechenregeln

36

siehe Satz 2.62 im Skript.

siehe Satz 2.61 im Skript.

siehe Satz 2.60 im Skript.
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Ungeleichung von Markov
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Ungleichung von Chebyshev
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Zur Erinnerung:

39

siehe AlgoWahr FS21

von der FS21 Formelsammlung entnommen.

https://exams.vis.ethz.ch/exams/bx69x9pn.pdf
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Zur Erinnerung:

40

von der FS21 Formelsammlung entnommen.

siehe AlgoWahr FS21

https://exams.vis.ethz.ch/exams/bx69x9pn.pdf
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Algorithmus

As we have seen in AnD.
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Randomisierte Algorithmen
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Randomisierte Algorithmen

Die Hinzugabe von Zufallselementen  muss auch bei der Korrektheit und 
Laufzeit berücksichtigt werden.


(1) Korrektheit:





(2) Laufzeit:


ℛ

Pr[𝒜(I, ℛ) ist korrekt] ≥ …

𝔼[Laufzeit] = O( f(n)) und/oder Pr[Laufzeit ≤ f(n)] ≥ …

43

Wir wollen: praktisch 1…
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Las-Vegas/ Monte-Carlo Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen: 

• geben nie falsche Antwort


• Laufzeit ist eine Zufallsvariable


Ziel: 


Monte-Carlo Algorithmen: 

• Laufzeit immer polynomiell


• geben manchmal eine falsche Antwort


Ziel: 

𝔼[Laufzeit] = "polynomiell"

Pr[Antwort falsch] = "sehr klein"

44

🫏’s-brücken:


Las-Vegas = “Laufzeit Variabel”

Monte-Carlo = “Manchmal Correct”


Nutzung auf eigene Gefahr.
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Beispiele

Las-Vegas Algorithmus: 

• QuickSort (Laufzeit hängt von Pivotwahl ab)


Monte-Carlo Algorithmus:
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