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Exercise 1 — Probability

(a) Consider a medical diagnostic test for a rare disease. The false negative rate is very small: if a
person has a disease, with probability 0.999 the test will turn out positive. Similarly, the false-
positive rate is small: if a person does not have a disease, the probability that test is positive is
0.005. Assume morover that 1% of population has the disease in question. If a person chosen
uniformly at random is tested and has positive test result, what is the probability that this
person has the disease?

A := "test positive” Gesucht: Pr| B|A |

B — ”perSOn has disease” Satz 2.15. (Satz von Bayes) Die Ereignisse Aq,..., A, seien paarwei-
se disjunkt. Ferner sei B C A; U--- U A,, ein Ereignis mit Pr[B] > 0.

Pr[ A|B ] — 0999 Dann gilt fur ein beliebiges i=1,...,n

- Pr[A;nB]  Pr[B|A{] - Pr[A{]
PriA:B] = Pr[B] > Pr[B|A;] - Pr[A]

Pr[al-8] = 0.005
Pr[ B | =0.01

Georg Hasebe 3



Theory Recap



Dichte-/Verteilungsfunktion

Sei X eine Zufallsvariable.

Dichte(funktion) von X:

fy: R = [0,1], x> Pr[X = x]

Verteilungsfunktion von X:

Fy: R — [0,1], x+— Pr[X < x]
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Bernoulli-Verteilung

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wy, = {0,1} und der Dichtefunktion

p x=1,
Kx)=<1—-p x=0,
0 sonst

heisst bernoulli-verteilt. Wir schreiben: X ~ Ber(p).

Nach Definition von fy gilt also Pr[X =0] = 1 —pund Pr[X = 1] = p.

Es qilt: £E[X] = p.
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Beispiele

 Werfen einer Munze, Indikator fur Kopf
 Werfen eines Wurfels, Indikator fur “Augenzahl gerade”

* Werfen eines Wurfels, Indikator fur “1”
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Indikatorvariablen

Beobachtung 2.35. Fir ein Ereignis A C Q) ist die zugehorige Indika-
torvariable X5 definiert durch:

1, fall A
XA(w)::{’ alls w €

0, sonst.

Fir den Erwartungswert von X, gilt: E[XA] = Pr[Al.

Indikatorvariablen sind Bernoulli Variablen mit p = Pr|[A].
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Binomialverteilung

Bernoulli-vertelilte Zufallsvariable erhalten wir zum Beispiel als Indikator fur
“Kopt”, wenn wir eine Munze einmal werfen.

Werfen wir die Munze n-mal und fragen wie oft wir Kopf erhalten haben, so ist die
entsprechende Zufallsvariable binomialverteilt. Wir schreiben: X ~ Bin(n, p).

Fir die Dichtefunktion einer binomialverteilten Zufallsvariable X qilt:

Fulx) = (Z)px(l —p)'"— xe€ {0,1,...,n},

0 sonst

Es gilt: E[X]| = np
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Beispiel (Blackboard)

Finf faire Minzen werden geworfen. Sei X die Zufallsvariable, die zahlt, wie oft

Kopf erscheint. Bestimmen Sie den Wert f(3) und erklaren Sie, wie sie auf
diesen Wert gekommen sind.
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Geometrische Verteilung

Man stelle sich ein Experiment vor, bel dem eine Aktion so lange wiederholt
wird, bis sie erfolgreich ist (z.B. bis das erste mal Kopf kommt).

Wenn ein einzelner Versuch mit (Erfolgs-)Wahrscheinlichkeit p gelingt, so ist die
Anzahl der Versuche bis zum Erfolg geometrisch verteilt und man schreibt

X ~ Geo(p).

Fir die Dichtefunktion einer geometrisch verteilten Zufallsvariable X qilt:

f(i) = {p(l _p)i_l 1 € N,

0 sonst

Es gilt: E[X] = 1/p.
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Beispiel (Blackboard)

Eine Urne enthélt /V weisse und M schwarze Bélle. Es werden zufallig Balle aus
der Urne gezogen, bis ein schwarzer Ball gezogen wird. Ein gezogener Ball wird

vor dem nachsten Zug ersetzt (gleiche Farbe).

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau n Ziuge notwendig sind?

Georg Hasebe

12



) — 1 —r
n
ark-1=24"¢ (
‘ k=1 an

please be careful with indices!
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(*) Geometric Series

for [r| < 1.
1 —r"
1_r) r# 1

otherwise

see Wikipedia.

(*) not part of the lecture; might be worth knowing.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Geometric_series

X ~ Geo(p)

Fy(u) =Pr[X <n]l = ) Pr[X =]

(*) Beispiel: Geometric Series

k=1
=) p(l=p)f ' =p) 1-pt
k=1 k=1
I —(1-p)
=p—————=1-(1-p).
T (I =p)

Georg Hasebe

(*) not part of the lecture; might be worth knowing.
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Negative Binomialverteilung

Sei /Z die Anzahl der Versuche bis zum n-ten Erfolg.

Fir n = 1 haben wir Z ~ Geo(p).

Fir n > 2: Z ist negativ binomialverteilt (mit Ordnung n).

n—1

JA2) = (Z - 1) -p"(1 = p)™"

Es gilt: E[X] = n/p.
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Poisson-Verteilung

Bin(n,A/n) konvergiert fur n = © gegen PoO(A)

“Hier denke man zum Beispiel an die Moglichkeit, dass ein Blrger in der nachsten Stunde einen Herzinfarkt bekommt.
FUr den Einzelnen ist dies unwahrscheinlich, schweizweit gibt es aber dennoch etwa drei bis vier pro Stunde.”
see Skript p. 127
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Beispiel 3.36. Betrachten wir zum Beispiel eine einzelne Seite der “Neuen Beispiel

Zurcher Zeitung' . Wir nehmen an

> die Seite hitte n = 10* Zeichen,

> und die Druckmaschine setze 10~3 der Zeichen falsch.

Somit hat jedes Zeichen die Wahrscheinlichkeit p = %, falsch gesetzt zu
werden.

Die Anzahl Fehler auf der Seite, M, entspricht einer binomialverteilten
Zufallsvariablen mit den Parametern n und p = %. Durch die
Poisson-Approximation ergibt sich also zum Beispiel

10°

P[M = 5] ~ ?e_lo = 0.0378332748020. .. .

104

vergleich:  P[X = 5] = ( .

)(10—3)5(1 — 1073)10°-5 = 0.037795423239.. . . .

Georg Hasebe
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Coupon Collector

Szenario: es gibt n verschiedene Bilder
In jeder Runde erhalten wir (gleichw’lich) eines der Bilder

X := Anzahl Runden bis wir alle n Bilder besitzen

Frage: E[X] =77

cont’d on the blackboard.
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Bedingte Zufallsvariable

Sei X eine Zufallsvariable und A ein Ereignis mit Pr[A] > O.

Die bedingte Zufallsvariable X | A ist dieselbe Funktion wie X, aber der
Definitionsbereich ist auf die Menge A eingeschrankt.

X|A: A - R.
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Bedingte Zufallsvariable

Dichtefunktion

fxas R—=[0,1], x+ Pr[X = x|A]

Verteilungsfunktion

Fyia: R—>[0,1], xm Pr[X < x|A]

Erwartungswert

]
“[X|A] = 2 x-Pr[X = x|A] = Y ZX(a)) . Pr{w]

xeWy wEA
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Bedingte Zufallsvariable

X ist unabhangig von A, falls:

fX|A = Jx-

Es qilt also:

Pr[X = x|A] = Pr[X = x]
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Beispiel

X, := ”"Augenzahl des ersten Wurfels”

X, = "Augenzahl des zweiten Wurfels”
X=X+ X

A := "X, ist gerade” Diehtetunidion

fxa: R>[0,1], x - Pr[X =x|A]

Berechnen Sle _[Xl]’ _[X], _[X‘A] Verteilungsfunktion

Fya: R—>[0,1], x+ Pr[X < x|A]

Zur Erinnerung:

Erwartungswert

1
Pr[A]

cont’d on the blackboard. E[X|A] := Z x-Pr[X = x|A] =

x€EWy

Z X(w) - Prlw]

w€EA
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Mehrere Zufallsvariablen

Mehrere Zufallsvariablen zugleich?
PriX =x,Y=y] = Pr[{w € Q | X(») = x, V(@) = y}]
Weiters haben wir:

« Pr|X =x,Y = y]istals Abklirzung von Pr|X = x N Y = y] zu verstehen

 gemeinsame Dichte:

Jxy(x,y) =PrlX=x,Y =y]
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Mehrere Zufallsvariablen

Randdichte von X (= Dichte von X)

fX(x) — Z fX, Y(x, y) Good to know!

yeWy

Beweis. Die Ereignisse “Y = y” bilden eine disjunkte Zerlegung des
Wahrscheinlichkeitsraumes.

> 0 2 PiX =272 Y PX =x Y =],
yEWy
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Beispiel

X := "Augenzahl des Wiirfels”

Y := "Anzahl Kopf bei X-mal Miinze geworfen”

Bestimmen Sie fX, Y- Mehrere Zufallsvariablen zugleich?
PriX=x,Y=y] =Pr[{w € Q| X(w) = x, Y(w) = y}]
Bestimmen Slefy(6) Benutzen SlefX y- Weiters haben wir:

o Pr[X = x, Y = y] ist als Abkilrzung von Pr[X = x N Y = y] zu verstehen
ZU r Erl nneru ng : * gemeinsame Dichte:

Sxyx,y) =Pr[X=x,Y=y]

cont’d on the blackboard.
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Unabhangigkeit von mehreren Zufallsvariablen

Definition 2.52. Zufallsvariablen Xj,..., X, heissen unabhangig genau
dann, wenn fir alle (x4,...,%,) € Wy, x ... x Wy, gilt

PriXi =x1,..., Xn =% =Pr[Xy=%x¢] - - - - - Pr(X,, = x.J.

Alternativ kann man Definition 2.52 auch uber die Dichten formulieren:
X1, ..., X, sind genau dann unabhangig, wenn fiir alle (xi,...,Xn) € Wx, X
oo X Wy gilt

fx; ... xn(Xh ceeyXp) = fx, (%1) =+ fx., (Xn).

siehe Skript S. 132.
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Beispiel

Sei Q = {2,3} mit Prlw] = 1/2 fir alle w € €.

Bestimmen Sie die Indikatorvariablen X, Y wobei X bzw. Y genau dann 1 ist,
wenn @ durch 2 bzw. 3 teilbar ist.

Definition 2.52. Zufallsvariablen Xi,..., X,, heissen unabhangig genau

Bestimmen SlefX’fY' dann, wenn fiir alle (x;,...,%,) € Wy, x ... x Wx_ gilt

: : .- : PriXi =x1,...,Xn =xnl = Pr[X; =x1] - -+ - - Pr[Xn = x4].
Sind X und Y voneinander unabhangig? R Xl = Prr =% fXn =x

Alternativ kann man Definition 2.52 auch uber die Dichten formulieren:
) ST X, sind genau dann unabhéangig, wenn fiir alle (x.,..., Xn) € Wx, %

Zur Erinnerung: W, gt

cont’d on the blackboard.
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Unabhangigkeit: Indikatorvariablen

Far zwei Indikatorvariablen X und Y gilt

X und Y sind
unabhangig

Aufgabe 2 — Unabhdngigkeat

Seien A und B zwei unabhéngige Ereignisse. Zeigen Sie, dass dann
(i) A und B,
(ii) A und B, sowie

(ili) A und B

jeweils unabhéngig sind.
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Summe von Zufallsvariablen

Satz 2.58. Fiir zweil unabhangige Zufallsvariablen X und Y sei Z :=

X+Y. Es gilt
Z fx fy Z — X)
xEWx

Bewews. Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt, dass

fz(z) = PrlZ =z] = Z PrIX4+Y=z|X=x] -PrlX=x]

xEWx

ZPr =z —x] - Pr[X fo - fy(z —x).

x€Wx xEWx

Bemerkung: Die Ereignisse “X = x” bilden eine disjunkte Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsraumes.
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Summe von Zufallsvariablen

Satz 2.58. Fiur zwel unabhangige Zufallsvariablen X und Y sei Z :=

X+Y. Es gilt
Z fx fy Z — X)
XEWx
Folgerungen:
Poisson(11) + Poisson(l2) =  Poisson(11+12)

Bin(n,p) + Bin(m,p) = Bin( n+m, p)
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Waldsche Identitat

Satz 2.65 (Waldsche Identitdat). N und X seien zwei unabhangige Zu-
fallsvariable, wobei fiir den Wertebereich von N gilt: Wy C N. Weiter

S€1
N

L= in,

i=]

wobel X, X,,... unabhangige Kopien von X seien. Dann gilt:

E[Z] = E[N] - E[X].

Proof on the blackboard.
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Beispiel

X := "Augenzahl des Wiirfels”

Y := "Anzahl Kopf bei X-mal Miinze geworfen”

Was ist E[ Y |?

Satz 2.65 (Waldsche Identitat). N und X seien zwei unabhangige Zu-
fallsvariable, wobei fiir den Wertebereich von N gilt: Wy C N. Weiter

S€l1

Zur Erinnerung:

N
cont’d on the blackboard. 7 — Z Xi,
(=]

wobel X, X,,... unabhangige Kopien von X seien. Dann gilt:

E[Z] = E[N] - E[X].
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Varianz

Es gibt Zufallsvariablen, die niemals Werte in der Grossenordnung des
Erwartungswerts annehmen.

Beispiel: Pr[X = — 10°] = Pr[X = 10°] = 1/2 mit E[X] = O.

Mass flr die Abweichung vom Erwartungswert? Die Varianz Var| X |.
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Definition 2.39. Fiir eine Zufallsvariable X mit u = [E[X] definieren wir

die Varianz Var[X| durch

Var[X] :=E[(X— ) = ) (x—p)* PrlX=x].

xEWx

Die Grosse 0 := \/ Var[X] heisst Standardabweichung von X.

Satz 2.40. F'ir eine beliebige Zufallsvariable X gilt

Var(X] =

4 [XZ] _

U[X]%.

Satz 2.41. Fur eine beliebige Zufallsvariable X und a,b € R gilt

Var[a - X + b] = a* - Var[X].

both Satz 2.40 and Satz 2.41 can be proven using just Definition 2.39.

Varianz
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Varianz

Definition 2.39. Fiir eine Zufallsvariable X mit u = [E[X] definieren wir
die Varianz Var[X] durch

Var[X] :=E[(X—p)’] = ) (x—w)? PriX=x].

xEWx Instityg, (;f Keine Garantie! Selbst nachsehen!

Die Grosse o0 := \/ Var[X] heisst Standardabweichung von X

FS 209,

Var(X] =

Var[a - X + b] = a? - Var[X].
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Georg Hasebe

1[X + Y] = E[X] + E[Y]

11X - Y] = E[X] - E[Y]
Var|X + Y| = Var|X| + Var|Y|

Var| X - Y]#Var[X] - Var|Y]|

Wichtige Rechenregeln

VX, Y siehe Satz 2.60 im Skript.
VX, Yunabhanglg siehe Satz 2.61 im Skript.
VX, Yunabhanglg siehe Satz 2.62 im Skript.

1.A. (auch fiir unabhingige ZV)
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Ungeleichung von Markov

Satz 2.67. (Ungleichung von Markov) Sei X eine Zufallsvariable, die
nur nicht-negative Werte annimmt. Dann gilt fur allet € Rmit t > 0,
dass

Pr(X > 1t] < *‘ECX].

Bewers. Wir rechnen direkt nach, dass

LIX] = ZxoPr[X:x] > Z x - Pr(X = x|

xEWx xEWx, x>t

> t- )  PrX=x] =t Pr[X>tl.

xeWx, x>t
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Ungleichung von Chebyshev

Satz 2.68. (Ungleichung von Chebyshev) Sei X eine Zufallsvariable
und t € R mit t > 0. Dann gilt

Var|X]

Pr(|X —E[X]| > t] < Y

Bewets. Es gilt

Pr(X —E[X]| > t] = Pr[(X—E[X])* > t?].

Die Zufallsvariable Y := (X — E[X])? ist nicht-negativ und hat nach De-
finition der Varianz den Erwartungswert E[Y] = Var(X]. Damit folgt die
Behauptung durch Anwendung der Markov-Ungleichung:

PrIX —EIXI| > 1] = PrlY > ¢} < S)1 = Yo%
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Aufgabe 2 — Obere Schranken

Wir werfen einen fairen 6-seitigen Wiirfel n > 1 mal. Sei X die Anzahl der Wiirfe, bei denen der
Wiirfel ‘6’ zeigt. Berechnen Sie eine moglichst gute obere Schranken fiir Pr|X > 2n/9|.

(a) Mithilfe der Ungleichung von Markov.

(b) Mithilfe der Ungleichung von Chebychev.

siehe AlgoWahr FS21

Wichtige Verteilungen

(1 Punkte)

(2 Punkte)

Zur Erinnerung:

Name Bezeichnung | Wertebereich Dichte Erwartungswert | Varianz
Bernoulli | Bernoulli(p) {0,1} fx(i) = {11) . :i Z z (1)’ P p(1 —p)
Binomial Bin(n, p) {0,1,..., n}t |fx(i) = (?)pz(l —p)"t np np(l — p)

Geometrisch|  Geo(p) N fx(@)=p1—-p)t % 117;2”
Poisson Po(\) No fx (i) = e_:f‘i A A

von der FS21 Formelsammlung enthommen.

e Markov: Ist Wx C R>q und ¢ € Rxo, so ist Pr[X > #] < BX bzw. Pr[X > ¢-E[X]] < L.

e Chebyshev: Fiir t € R> ist Pr|| X —

Georg Hasebe

1(X]| > t] < Y2 X baw. Pr[| X —E[X]| > t-0[X]] < &.
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Aufgabe 2 — Obere Schranken

Wir werfen einen fairen 6-seitigen Wiirfel n > 1 mal. Sei X die Anzahl der Wiirfe, bei denen der
Wiirfel ‘6’ zeigt. Berechnen Sie eine méglichst gute obere Schranken fiir Pr(X > 2n/9|.

(a) Mithilfe der Ungleichung von Markov. (1 Punkte)
(b) Mithilfe der Ungleichung von Chebychev. (2 Punkte)
(c) Mithilfe der Chernoff-Schranken. (2 Punkte)

siehe AlgoWahr FS21

e Markov: Ist Wx C R>o und ¢t € R>g, so ist Pr[X > ¢] < % bzw. Pr[X > ¢-E[X]] < 1.

e Chebyshev: Fiir t € Rxg ist Pr[| X —E[X]| > #] < Y21X] baw. Pr[|X —E[X]| > t-0[X]] < .

e Chernoff: Seien X1, ..., X, unabhingig und Bernoulli-verteilt, X := > . X; und d € [0, 1].

ZUur Erinnerung:

Dann ist
: o 1 52
Pr[X > (1 + 0)E[X]] < e 5% EX]
Name Bezeichnung | Wertebereich Dichte Erwartungswert | Varianz _ . 152 1l x
—— Pr[X < (1 —§)E[X]] < e~ 2% EIX]
. . . p ur ? = 1,
Bernoulli | Bernoulli(p) | {0,1} |fx(i) = {1 o firioo p p(1-p) Pr[X >t] < 27 fiir t > 2eE[X].
Binomial Bin(n, p) {0,1,...,n} |fx(@) = (})p'(1—p)"" np np(l — p) |
. . von der FS21 Formelsammlung entnommen.
Geometrisch Geo(p) N fx (@) =p(1—p)t % p_zp
Poisson Po()\) No fx(i) = e_:!)‘ A A

Georg Hasebe
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Algorithmus

Klassischer Algorithmus:

Fingabe | »| Algorithmus A » Ausgabe 4A(l)

Wir bewelsen:

(1) Korrektheit:
far alle Eingaben | gilt: A(l) ist korrekt (d.h. was es sein soll)

(2) Laufzeit:
far alle Eingaben | mit Lange [l|=n: Laufzeit = O(f(n))

As we have seen in AnD.
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Randomisierte Algorithmen

Fingabe | | Algorithmus 4 - Ausgabe 4A(l,R)

A

v

zutallige Bits / Zufallszahlen

Eigenschaften:

Ausgabe 4A(l,R) hangt von Eingabe | und Zufallszahlen R ab.

Insbesondere: Ergebnis lasst sich I.A. nicht reproduzieren .. !
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Eingabe | —»—»Ausgabe A(l,R) o ]
| Randomisierte Algorithmen

zuféllige Bits / Zufallszahlen

Die Hinzugabe von Zufallselementen &£ muss auch bei der Korrektheit und
Laufzeit bertcksichtigt werden.

(1) Korrektheit:

Wir wollen: praktisch 1...

Pr[ (I, X)) ist korrekt] > ...
(2) Laufzeit:

—|Laufzeit] = O(f(n)) und/oder Pr|[Laufzeit < f(n)] > ...
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Las-Vegas/ Monte-Carlo Algorithmen

Las-Vegas Algorithmen:

e geben nie falsche Antwort

e |aufzeit ist eine Zufallsvariable

Ziel: [£|Laufzeit] = "polynomiell

Monte-Carlo Algorithmen:

o |Laufzeit immer polynomiell

 geben manchmal eine falsche Antwort

Georg Hasebe

Ziel: Pr[Antwort falsch| = "sehr klein"

N9 ’s-brucken:

Las-Vegas = “Laufzeit Variabel”
Monte-Carlo = “Manchmal Correct”

Nutzung auf eigene Gefahr.

44



Las-Vegas Algorithmus:
e QuickSort (Laufzeit hangt von Pivotwahl ab)

Monte-Carlo Algorithmus:

- Teste - Testen einer MUnze: fair (kopfizanl) VS. fake (kopfKopf)

100
/ Algorithmus: werfe Mlnze-eirMal, falls > 1 mal Zahl: return ,fair”
ansonsten: return ,fake”
0, falls Mlnze fake

F Fehlerw’lichkeit: 100
(1/2)"7", falls M(inze fair

Georg Hasebe

Beispiele
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