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Theory Recap
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Kleinster umschliessender Kreis

Gegeben: Menge  von  Punkten in der Ebene.


Gesucht: kleinster Kreis , der alle Punkte aus  umschliesst.

P n

C(P) P
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Punkte dürfen auch auf 
 liegen.C(P)

Not the smallest.
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Kleinster umschliessender Kreis

1. Existiert so ein Kreis immer?


2. Ist so ein Kreis auch eindeutig?





3. Wie viele Punkte enthält der Rand des Kreises?
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Mit anderen Worten: 3 Punkte  reichen aus, um den 
Kreis  eindeutig zu definieren.

Q = {p, q, r}
C(Q) = C(P)
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Kleinster umschliessender Kreis

Aus diesem Lemma kann sofort ein  Algorithmus abgeleitet werden:O(n4)
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 ist die von  umschlossene 
Kreisscheibe, inklusive .

C∙ C
C
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Kleinster umschliessender Kreis
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Erster randomisierter Algorithmus, stellt aber keine Verbesserung da (siehe Skript).
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Kleinster umschliessender Kreis
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Kleinster umschliessender Kreis

Prof. Emo Welzl (AlgoWahr FS24).

14



Georg Hasebe

Kleinster umschliessender Kreis

Verdopplung: Array , sodass  Anzahl Kopien des  Punktes.


Liegt also  nicht in  setzen wir . 

num[n] num[i] i-ten

pi C(Q) num[i] ← 2 ⋅ num[i]
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Kleinster umschliessender Kreis

Zufällig/Gleichverteilt: Anzahl Punkte ergibt sich aus .


Wir wollen  aus , so dass .

N :=
n

∑
i=1

num[i]

pi {p1, …, pn} Pr["ziehe pi"] = num[i]/N
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numni = [i]

Beweis.  für genau 

,


also  der  möglichen Werte.

x = i

k ∈ {1 +
x−1

∑
i=1

num[i], …,
x

∑
i=1

num[i]}

num[i] N
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Kleinster umschliessender Kreis

Was wir bisher eingesehen haben: 

1. Wir können eine Verdopplung leicht implementieren.


2. Wir können, trotz Verdopplung, zufällig und gleichverteilt Punkte wählen.


Was wir noch nicht wissen: 

• Was ist die erwartete Laufzeit?
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Laufzeit, Menge von Punkten mit . 


, Menge von  Punkten aus . 


”Anzahl Punkte ausserhalb von ”.


Zu zeigen: .








Für : 


P |P | = n

R |R | = r P

X := C(R)

𝔼(X) ≤ 3
n

r + 1

out(p, R) := {1 p ∉ C∙(R)
0 sonst .

essential(p, R) := {1 C(Q∖{p}) ≠ C(Q)
0 sonst .

p ∉ R

out(p, R) = 1 ⇔ essential(p, R ∪ {p}) = 1
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cont’d on blackboard.
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LaufzeitGezeigt: .


Zu zeigen: .


Sei  so dass  (existiert nach Lemma 3.26). 
Nach  Runden existiert , so dass  in mind.  Runden ausserhalb von 

 lag.

𝔼(X) ≤ 3
n

r + 1
𝔼(X) ≥ 2k/3

Q0 ⊆ P, |Q0 | = 3 C(Q0) = C(P)
k p ∈ Q0 p k/3

Q
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cont’d on blackboard.
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LaufzeitGezeigt: .


Gezeigt: .


Es gilt also: 

.


Sei ”Anzahl Punkte nach  Iterationen”. 

Zu zeigen: .

𝔼(X) ≤ 3
n

r + 1
𝔼(X) ≥ 2k/3

2k/3 ≤ 𝔼(X) ≤ 3
n

r + 1
Xk := k

𝔼(Xk) ≤ (1 + 3
1

r + 1 )
k

𝔼[Xk−1]
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cont’d on blackboard.
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LaufzeitGezeigt: 

.


Gezeigt:  

.


Zu zeigen: Laufzeit in 

2k/3 ≤ 𝔼(X) ≤ 3
n

r + 1

𝔼(Xk) ≤ (1 + 3
1

r + 1 )
k

𝔼[Xk−1]

O(n log n)
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cont’d on blackboard.



Georg Hasebe

Laufzeit
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