
Georg Hasebe — 23/05/2024

Algorithms and Probability
Week 13



Exercise Sheet 6



Minitest
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Nur, wenn alle Kantenkapazitäten ganzzahlige Werte aufweisen.
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Sei  ein Netzwerk.N = (V, A, c, s, t)

Maxflow-Mincut Theorem.

Maxflow-Mincut Theorem.
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Nur wenn  nicht maximal ist.f

Nur wenn  maximal ist.f
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Es gibt keine -  Pfad in .s t Nf
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Graphen mit chromatischer Zahl 
 nennt man auch -partit. 

-färbbare Graphen sind also bipartit. 
χ(G) = k k 2
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Theory Recap
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Definitions

14

C = {e1, e2, e3}

e1
e2

e3
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Beispiele
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Bemerkungen
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u

C
Assuming  has the smallest degree in , we 

can just remove all edges incident with .
u G

u
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Kantenkontraktion
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e
u v

xu,v

kontrahiere e
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Zufällige Kantenkontraktion
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🤯
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Zufällige Kantenkontraktion

Wir wollen den kleinstmöglichen Kantenschnitt . 


Wie verändert sich dieser? Mit anderen Worten, in welcher Relation stehen  
und ?


Es stellt sich heraus: .

μ(G)

μ(G)
μ(G/e)

μ(G/e) ≥ μ(G)

19

Beweis an der Tafel.
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Zufällige Kantenkontraktion
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Beweis an der Tafel.
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Erfolgswahrscheinlichkeit
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Beweis im Skript.
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Erfolgswahrscheinlichkeit
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Laufzeit
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Resultat
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Zu (1): eine Ausführung von Cut(G) kann in  ausgeführt werden.

Zu (2): 


wobei  verwendet wurde.

O(n2)

∀x ∈ ℝ : 1 + x ≤ ex
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0.50
Anzahl Kanten ist ,  davon liefern richtiges Ergebnis. 


Zur Erinnerung: , das ist aber nur eine untere 
Schranke, in diesem Fall können wir das Ergebnis explizit berechnen.

6 3
̂p(3) ≥ 1 − 2/3 ≈ 0.33
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Bootstrapping
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G → … → →

Ein Multigraph mit vielen Knoten und 
Kanten. Die Wahrscheinlichkeit, hier 

zufällig eine Kante zu wählen, die Teil des 
minimalen Schnittes ist, ist sehr gering.

Falls wir den minimalen Schnitt 
bis hier hin erhalten konnten, ist 

die Wahrscheinlichkeit, hier 
zufällig eine Kante zu wählen, die 
Teil des minimalen Schnittes ist, 

ist sehr hoch.

Wir erinnern uns daran, dass, wenn  ein minimaler Schnitt ist, dann gilt 
.

C
e ∉ C ⟹ μ(G/e) = μ(G)
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Bootstrapping

Wir erinnern uns daran, dass  die Erfolgswahrscheinlichkeit ist. Wir wollen 
also, dass  möglichst nahe an  ist.

̂p(n)
̂p(n) 1

27

Für sehr grosse , sehr nahe an .n 1 0.6, 0.5, 0.33…

Bei  Knoten liefert eine zufällige Kantenkontraktion nur mehr eine 
Erfolgswahrscheinlichkeit von . Wieso dieses Risiko eingehen, um eventuell 
unser Resultat zu verschlechtern? Bei  Knoten können wir das Resultat schnell 
bestimmen. Auch bei .

3
1/3

3
4,5,…, t
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Bootstrapping

Idee: Wir brechen Cut(G) ab, wenn wir bei einem Multigraphen mit  Knoten 
angelangt sind.


Danach lösen wir den Rest mit einem anderen Algorithmus in Laufzeit .

t

z(t)
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Bootstrapping

Welchen Algorithmus wählen wir im letzten Schritt? 


(1) Deterministisch mit Flüssen in Laufzeit  und 
Erfolgswahrscheinlichkeit .


(2) Eine Wiederholung ( ) von Cut(G) in Laufzeit  und 
Erfolgswahrscheinlichkeit .

O(t4 log t)
p*(t) = 1

λ = 1 O(t4)
p*(t) = 1 − e−1

29
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Bootstrapping

(2) Eine Wiederholung ( ) von Cut(G) in Laufzeit  und 
Erfolgswahrscheinlichkeit .


Die Laufzeit von Cut1(G) ist , die Erfolgswahrscheinlichkeit 
ergibt sich durch

λ = 1 O(t4)
p*(t) = 1 − e−1

O(n ⋅ (n − t) + t4)

30

̂p(n)

Führe Cut(G) aus bis wir einen 
Multigraphen mit  Knoten haben.t Führe (2) aus.

Nimm wieder an, dass 
Kantenkontraktion in O(n) .
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Bootstrapping

(2) Eine Wiederholung ( ) von Cut(G) in Laufzeit  und 
Erfolgswahrscheinlichkeit .


Cut1(G) mit Laufzeit  und Erfolgswskt. .


Bei  Wiederholungen von Cut1(G), erreichen wir eine Erfolgswskt. von 

 und eine Laufzeit von .

λ = 1 O(t4)
p*(t) = 1 − e−1

O(n ⋅ (n − t) + t4) ̂p(n) ≥
t(t − 1)
n(n − 1)

⋅ p*(t)

λ
n(n − 1)
t(t − 1)

e
e − 1

1 − e−λ O (λ ( n4

t2
+ n2t2))
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Bootstrapping

(2) Eine Wiederholung ( ) von Cut(G) in Laufzeit  und 
Erfolgswahrscheinlichkeit .


Cut1(G) bei  Wiederholungen liefert Erfolgswskt. von  

und eine Laufzeit von .


Für  erhalten wir so .

λ = 1 O(t4)
p*(t) = 1 − e−1

λ
n(n − 1)
t(t − 1)

e
e − 1

1 − e−λ

O (λ ( n4

t2
+ n2t2))

t = n1/2 O(λn3)

32
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Bootstrapping

Wir haben damit die Laufzeit von  auf  verbessern können.


ABER: Nun haben wir für den letzten Schritt in Zeile 4 eine neue Möglichkeit 
hinzugewonnen:


(3) Eine Wiederholung ( ) von Cut1(G) in Laufzeit  und 
Erfolgswahrscheinlichkeit .


Dieses in sich selbst einsetzen eines Algorithmus, um diesen immer schneller zu 
machen, nennt man Bootstrapping.

O(λn4) O(λn3)

λ = 1 O(t3)
p*(t) = 1 − e−1

33
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