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Remarks on Exercise Sheet 4




1.  by subtask (b), then . 


2. Let , 


Das zwei Spaziergänge k/ein Vergnügen sind, ist nicht unabhängig!


Nehme an dass Hunde  selbe Spazier-Route haben, dann gilt:


.


• Bitte immer alle Zufallsvariablen definieren!

Xi := {1 Hund i hat Vergnügen.
0 sonst.

Pr[Xi = 1] ≤ 4/k Pr[Xi = 0] ≥ (1 − 4/k)

X := "# vergnügliche Spaziergänge" =
n

∑
i=1

Xi Pr[X = n] ≥ (1 − 4/k)n .

i, j

Pr[Xi = 1 |Xj = 1] = 1 ≠ Pr[Xj = 1]
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•  ist geometrisch verteilt.


• Falls , dann .


• .


• Falls , dann .

X

|S | = |U | X = 100

𝔼[X] = 100 |U | / |S |

X = 100 |S | = |U |
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Lange Pfade

Gegeben: ,  ein Graph und .


Problem: gibt es einen Pfad der Länge  in ?


Zur Erinnerung:

(G, B) G B ∈ ℕ0

B G
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Lange Pfade

Für beliebige  vermutlich sehr schwer (vgl. Hamiltonpfad).


Was passiert wenn  klein ist?


Konkret: 

.

B ∈ ℕ0 B = n − 1 ⇒

B

B = O(log n)
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Colorful-Path Probelm

Gegeben: ,  ein Graph und  eine Färbung (muss 
nicht gültig sein; d.h.                ist erlaubt)


Problem: gibt es einen bunten Pfad der Länge  in ?


Definition: Ein Pfad heisst bunt, falls alle seine Knoten verschiedene Farben 
haben.

(G, γ) G = (V, E) γ : V → [k]

k − 1 G
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d.h. mit  Knotenk
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Graph  mit Färbung .G = (V, E) γ : V → [4]
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Ein bunter Pfad der Länge 3.
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DP Algorithmus

Idee: 

”Menge aller in  endender bunten Pfaden der Länge ”.


Wir brauchen: 


Rekursion um von  zu  zu kommen.


Die Lösung (bunter Pfad der Länge , falls existent) ist in .

Pi(v) = v i

Pi(v) Pi+1(v)

k − 1 ⋃
v∈V

Pk−1(v)
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v

  would contain the red path.P3(v)



Georg Hasebe

DP Algorithmus

Idee: 

”Menge aller in  endender bunten Pfaden der Länge ”.


Wir definieren:


.

Pi(v) = v i

Pi(v) := {S ∈ ( [k]
i + 1) ∣ ∃ in v endender mit genau S gefärbter bunter Pfad}

17

Ein bunter Pfad kann eine verschiedene Farben-Abfolge haben. Bei  Farben gibt es genau  

Möglichkeiten um aus  Farben  auszuwählen. Dieser Gedanke motiviert auch die Notation.

k ( k
i + 1)

k i + 1
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v

  would contain the red path.P3(v)
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DP Algorithmus

Wie kommen wir nun zu unserer Rekursion? 

Was ist 


Ein in  endender bunter Pfad (Länge ) .


Was ist ?


Ein bunter Pfad der Länge  zu v besteht aus einem -freien bunten Pfad der 
Länge  zu einem Nachbarn  von  plus dem Schritt zu . 

.

P0(v)?

v 0 ⇒ P0(v) = {{γ(v)}}

P1(v)

1 γ(v)
0 x v v

P1(v) = {{γ(x), γ(v)} ∣ x ∈ N(v), γ(x) ≠ γ(v)}
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P0(v) = { }

P1(v) = {{γ(x), } ∣ x ∈ N(v), γ(x) ≠ γ(v)} = {{ , }, { , }, { , }}
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DP Algorithmus

Die vorherigen Überlegungen motivieren folgende Rekursion:


.


Ein bunter Pfad der Länge  zu v besteht aus einem -freien bunten Pfad der 
Länge  zu einem Nachbarn  von  plus dem Schritt zu .

Pi(v) = ⋃
x∈N(v)

{R ∪ {γ(v)} ∣ R ∈ Pi−1(x) und γ(v) ∉ R}

i γ(v)
i − 1 x v v

20
Rekursion ähnelt dem Algorithmus für Hamiltonkreise mit dynamischer Programmierung.
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DP Algorithmus

22

Ein bunter Pfad der Länge  zu v besteht aus einem -freien bunten Pfad der Länge  zu einem Nachbarn  von  plus dem Schritt zu .i γ(v) i − 1 x v v
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DP Algorithmus
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Laufzeit

24

O(n)

O(n)

???
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Laufzeit
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O(n)

O(n)

???

deg(v)
|Pi−1(x) | ⋅ i
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Laufzeit

Wir haben also  pro  Runde.


Nach dem Handshake Lemma und weil  und daher  bekommen 

wir pro  Runde:


.

O (∑
v∈V

deg(v) ⋅ |Pi−1(v) | ⋅ i) Bunt(G, i)

Pi−1(v) ⊆ ([k]
i ) |Pi−1(v) | ≤ (k

i)
Bunt(G, i)

O (∑
v∈V

deg(v) ⋅ |Pi−1(v) | ⋅ i) = O (m ⋅ (k
i) ⋅ i)
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deg(v)
|Pi−1(x) | ⋅ i



Georg Hasebe

Laufzeit

27

O(n)

O(n)

deg(v)
|Pi−1(x) | ⋅ i

O (m ⋅ (k
i) ⋅ i)
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Laufzeit

.


Where we used that:


.

k−1

∑
i=1

m ⋅ (k
i) ⋅ i ≤

k

∑
i=1

m ⋅ (k
i) ⋅ i ≤ O(2k ⋅ k ⋅ m)

k

∑
i=1

(k
i) ⋅ i = 2k−1k
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O(n)

O(n)
O (m ⋅ (k

i) ⋅ i)
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Laufzeit

Since we have , for  we have a polynomial algorithm.
O(2k ⋅ k ⋅ m) k ≤ O(log n)
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O(n)

O(n)
O (m ⋅ (k

i) ⋅ i)
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Colorful-Path und Lange Pfade

Lange Pfade: ,  ein Graph und .


Für , färbe G zufällig mit  Farben, und suche einen bunten Pfad mit  
Knoten.


Bei zufälliger Färbung, was ist die Erfolgswahrscheinlichkeit?


Möglichkeiten einen Pfad der Länge  mit  Farben zu Färben?


.


Möglichkeiten einen Pfad der Länge  mit  Farben zu färben, so dass dieser bunt ist?


.

(G, B) G B ∈ ℕ0

k = B + 1 k k

k k

kk

k k

k!
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Colorful-Path und Lange Pfade

Bei zufälliger Färbung, was ist die Erfolgswahrscheinlichkeit?


.pErfolg := Pr[∃ bunter Pfad der Länge k − 1] ≥ Pr[P ist bunt] =
k!
kk

≥ e−k

31

Taylor series for .ek
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Konvexe Menge, Konvexe Hülle

32
Desmos Graphing Calculator.

https://www.desmos.com/calculator/ujncmmfyf2


Setze  gleich  oder …λ 0 1
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Konvexe Hülle: Darstellung
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Convex Hull

Gegeben: endliche Punktemenge .


Gesucht: die Ecken des  umrandenden Polygons, in der Reihenfolge 
gegen den Uhrzeigersinn.

P ⊆ ℝ2

conv(P)
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Randkanten

36

qr

P∖{q, r}

∅

Restkanten: Alle Punkte links 
von .qr
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Jarvis Wrap
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Jarvis Wrap
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qr

P∖{q, r}

∅

Restkanten: Alle Punkte links von .qr

Lemma: Seiten 
des Polygons 

sind Restkanten.

q

p′￼next

pnext

p′￼′￼next

return .p′￼′￼next
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Jarvis Wrap
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qr

P∖{q, r}

∅

Restkanten: Alle Punkte links von .qr

Lemma: Seiten 
des Polygons 

sind Restkanten.

q

p′￼next

pnext

p′￼′￼next

return .p′￼′￼next
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Jarvis Wrap
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qr

P∖{q, r}

∅

Restkanten: Alle Punkte links von .qr

Lemma: Seiten 
des Polygons 

sind Restkanten.
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Laufzeit

Jeder Aufruf der Funktion FindNext benötigt  Zeit, und wir rufen diese 
genau -mal auf.

O(n)
h

41

wobei  die Anzahl an 
Seiten des Polygons.

h






